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Abstract 

This article introduces a method, which starting from simple and 
quite general mathematical data, allows to construct linear algebras of 
operators which are, each of them, endowed with a bialgebra structure 
(coproduct and counity ), (thm 2.1, 2.2, 2.3) . Moreover under some 
explicit and natural conditions on theses mathematical data we obtain 
linear algebras of operators with the following property: each of them, 
is either a Hopf algebra, or its bialgebra structure determines a more 
abstract Hopf algebra associated with it. Finally, we describe a more 
general abstract condition for theses bialgebras to admit a unique as- 
sociated Hopf algebra. 

The presentation is adapted to the cases where the algebras of linear 
operators are not finitely generated. 

This article is restricted to the exposition of the method of construc- 
tion and to the proofs of existence and uniqueness of the structures 
associated with each algebra of linear operators that are constructed. 

Nevertheless, it may be noticed that the ideals of relations associ- 
ated with bialgebras that are obtained determine an algebraic domain 
which is of theoretical interest . 



L'objet de cet article est la presentation d'une methode qui per- 
met a partir de donnees simples de realiser des families d'algebres 
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d'operateurs lineaires qui sont munies d'une structure de bigebre (theo- 
remes 2.1, 2.2, 2.3 ). On met en evidence des realisations suffisamment 
generales d'algebres d'operateurs lineaires pour lesquelles la struc- 
ture de bigebre obtenue determine un ideal minimal qui soit aussi 
un coideal et tel que la bigebre quotient soit une algebre de Hopf 
(theoremes 3.1, 3.2 ). Finalement le theoreme (4.1), plus abstrait, 
donne pour une realisation de bigebre generale, une condition suff- 
isante, pour que la bigebre admette une algebre de Hopf canonique- 
ment associee. On se limite dans cet article a la description de la 
methode et a la demonstration de l'existence et de l'unicite des struc- 
tures construites sur chacune des algebres d'operateurs realisees. Les 
bigebres sont obtenues par Taction et en particulier la representation 
de bigebres libres sur des algebres tensorielles ; Palgebre image obtenue 
par une representation n'est, en general, pas une bigebre. Notons que 
les ideaux des relations, associes par la construction proposee sont 
alors des objets algebriques, theoriquement interessants. 



Mots clef: Realisation de bigebres, algebres de hopf associees 
Pretirage: CPT-2003/P.4544 



Introduction. 

L 'etude des bigebres et des algebres de Hopf s'est developpee dans le 
cadre des groupes classiques et plus recemment autour des exemples que 
constituent les groupes quantiques . 

Les resultats presentes dans cet article concernent plutot la theorie generale 
des bigebres, parce que la construction presentee nous donne des algebres 
d'operateurs lineaires, explicites qui sont chacune munies d'une structure de 
bigebre; la construction proposee presente en ce sens un interet theorique . 

La presentation de la methode est adaptee a la realisation de bigebres qui 
ne soient pas necessairement fmiment engendrees. 
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Dans le paragraphe (1), on introduit les definitions des differents types 
de cogebres sur lesquelles repose la construction , ainsi que les operateurs 
invariants a droite qui leurs sont attaches. On introduit aussi les bigebres 
tensorielles contruites sur ces cogebres, dont nous aurons besoin dans la suite . 

Le paragraphe (2) expose la methode de realisation des bigebres, basee 
sur le lemme 2.1 et le theoreme 2.1; l'existence d'une structure effective de 
bigebre est demontree dans les theoremes 2.2 et 2.3 . Ce dernier theoreme 
donne des conditions suffisantes qui permettent d'obtenir des bigebres dont 
l'ideal des relations est engendre par une reunion denombrable d'espaces vec- 
toriels (de relations ), qui sont des coideaux de dimensions finies . 

Le paragraphe (3) decrit des conditions explicites sur les donnees initiales 
qui permettent de construire des algebres d'operateurs lineaires ayant cha- 
cune la propriete suivante : soit c'est une algebre de Hopf, soit la structure 
de bigebre dont elle est munie, determine une algebre de Hopf, plus abstraite, 
qui lui est associee . 

Le paragraphe (4), pour des bigebres obtenues essentiellement sous les 
hypotheses du theoreme 2.3, met en evidence, dans un cadre plus general 
que celui du paragraphe (3) , l'hypothese qui permet d'associer une algebre 
de Hopf a certaines des bigebres realisees . 

1 Quelques elements necessaires a la realisation 
explicite de bigebres . 

Ce paragraphe presente les outils elementaires qui permettent la construction 
explicite et simple de bigebres . 

En particulier les bigebres libres, sont un receptacle , et les bigebres con- 
struites seront des sous algebres de 1 'algebre des operateurs invariants a droite 
agissant sur une bigebre libre. D' autre par la structure de cogebre joue un role 
particulier dans la construction, ainsi que les structures duale et preduale, 
pour lesquelles on decrit quelques relations elementaires . 

On introduit ici les definitions essentielles que Ton utilisera . 
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Les algebres que l'on considere sont des algebres associatives sur C , avec 
unite. Les morphismes d'algebres preserveront l'identite . 

Definition 1.1 (Cogebre .) 

Une cogebre est un espace vectoriel V muni d'un coproduit A , et d'une 
counite e , qui sont des applications lineaires : 

A : V -> V® V 

e:V^C. 

A est coassociatif: 

(id (g) A) o A = (A <g> id) o A 

comme applications lineaires de V dans V <S> V (g> V. 
La counite verifiant: 

(e <g> id) o A = (id <g> e) o A = id : V -> V . 

Etant donnee une cogebre : V(A, e) , pour tout v G V on notera: 

A(v) =J2 v 'k® v 'k ■ 
k 

Definition 1.2 (Bigebre .) 

Une bigebre A(A, e) est une algebre associative A , avec unite, et munie d'une 
structure de cogebre telle que le coproduit et la counite soient des morphismes 
d'algebres . 

Definition 1.3 (Algebre de Hopf .) 

Une algebre de Hopf H est une bigebre H(A,e) munie d'une application 
lineaire S : H — > H qui verifie pour tout h dans H : 

Y,h' k .S(hl) = e(h)u H 
k 

et 

J2 S ( h 'k)- h 'k = 4h)u H 

k 

oil Uh est Vunite dans V 'algebre H et : 

A(h) = j2 h 'k®K . 
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S est appelee l'antipode de l'algebre de Hopf . Elle est unique, et est 
necessairement un anti-homomorphisme d'algebre et un anti-homomorphisme 
de cogebre. 

Une reference sur les structures d'algebres associatives, de cogebres, bigebres, 
et d'algebres de Hopf est [1]; pour les groupes quantiques, et 1' etude de 
la structure d'algebre de Hopf quasi-triangulaire mise en evidence dans [4], 
pour l'etude de nombreux exemples, ainsi que pour avoir des references plus 
completes une reference est: [2]. 

Le lemme 2.1 a ete publie anterieurement sous une forme differente [3]; mais 
nous montrons dans cet article comment Ton peut l'utiliser pour construire 
des structures algebriques particulieres. 

Signalons encore que les bigebres obtenues ne sont pas necessairement des 
algebres finiment engendrees . 

1.1 Bigebre libre construite sur une cogebre . 

L'exemple typique et interessant de cogebres, utiles pour la construction de 
bigebres presentee dans cette note, est celui des cogebres de dimensions finies 
que nous presentons pour eclairer les notations, mais il ne sera pas necessaire 
de s'y restreindre. 

Soit E une algebre associative sur C avec unite, et de dimension finie; soit 
F son dual ; 

F est muni d'une structure de cogebre. Le coproduit et la counite sont dermis 
par: 

A : F -> F®F et e : F -> C 
A/(ei <g> e 2 ) = /(ei.e 2 ) V/ e F, et V ei ,e 2 eE 

e(f) = /(ue) ou ue est l'unite dans E . 
La coassociativite de A est assuree par l'associativite du produit dans E: 

(id (g> A) o A = (A <g> id) o A 

et 

(e ® id) o A = (id ® e) o A = id : F -> F . 
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Pour toute base (e l ) ie i de l'algebre E en designant par (/i)i e j la base canon- 
ique duale de la cogebre F on a: 

l,m 

oh: 

e l .e m = Y / e l i m e i 

i 

et de plus Ton a : 

u E = J2 e (fi) el ■ 

i 

Dans ce qui suit nous ne supposerons plus que les cogebres utilisees comme 
points de depart de la construction sont de dimensions finies. 

Nous aurons besoin pour enoncer les propositions et les theoremes par la 
suite , de definir differents types de cogebres . 

Definition 1.4 (Espace vectoriel a base denombrable .) C'estun 
espace vectoriel F qui est la somme directe d'une famille denombrable d'espaces 
vectoriels de dimensions finies (F a ) a( zN ■ 

Definition 1.5 (Formes a support fini sur un espace a base denombrable.) 

Une forme u G F* est a support fini si u(F a ) = sauf pour un nombre fini 
d 'indices a . 

Definition 1.6 (Cogebre de type fini .) 

Une cogebre de type fini F est un espace vectoriel a base denombrable 
muni d'un coproduit coassociatif , et d'une counite , telle que tout sous espace 
vectoriel de dimension finie de F soit contenu dans une sous cogebre de 
dimension finie de F . 

Definition 1.7 (Cogebre cofinie.) Une cogebre cofinie est un es- 

pace vectoriel a base denombrable muni d'un coproduit coassociatif et d'une 
counite , telle que pour tout f e F 

= J2k fk®fk n'invoque q'une sommation finie , de termes lineairement 
independants dans F <g) F . 
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Definition 1.8 (Cogebre reguliere .) Une cogebre reguliere est un 

espace vectoriel a base denombrable muni d'un coproduit coassociatif et d'une 
counite qui verifient, 
en notant pour tout f G F 

A(/)=E/*®# 

k 

et en supposant que les vecteurs f' k © f' k sont lineairement independants dans 
F®F : 

a) pour tout f E F, et tout sous espace vectoriel F n C F de dimension finie, 
V ensemble des indices k, tels que ^ f k ® f k E F n ® F ou F <g) F n , est fini. 

b) pour tout sous espace vectoriel F n de dimension finie, V ensemble des 
vecteurs f tels que V7c , C.f k <S> f k H F n F n — est un sous espace vectoriel 
de codimension finie . 

c) pour tout f G F V ensemble des indices k tels que e id(f k (g> f k ) ou 
id <S> e(f k <S> fk ) soient non nuls, est un ensemble fini . 



Proposition 1.1 (Bigebre libre construite sur une cogebre F . ) 

Soit F(A, e) une cogebre reguliere. 
Soit T(F) Valgebre tensorielle construite sur Vespace vectoriel F; 

T(F) = C©F©F(g)F©...© ® n F © . . . 

Alors il existe un unique morphisme d'algebres, coassociatif: 

A : T(F) — >• T(F) © T(F) 

et une unique counite , qui soit un morphisme d'algebres : 

e : T(F) -> C 

qui verifient sur C © F C T(F) : 

1 G C; A(l) = 1®1, e(l) = 1 

V/ G F , A(/) e(/) coincident avec le coproduit et la counite de la cogebre 
F . 
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Demonstration: 



Puisque T(F) est l'algebre associative libre construite sur F il n'y a pas 
d'obstructions a etendre par morphismes d'algebres associatives les applica- 
tions lineaires A et e definies de F dans T(F) T(F) ou C; de plus les 
relations associees a 1' identification de 1 G C a l'unite de T(F) sont compat- 
ibles avec A et e .Finalement Ton a : 

(id A) o A = ( A id) o A 

et 

(e (8) id) o A = (id e) o A = id : T(F) -> T(F) 

parce qu'elles correspondent a des identites entre morphismes d'algebres qui 
coincident sur les generateurs. Ainsi l'image par le coproduit s'explicite: 

A(/!®/ 2 ®...®/ B )= £ (fL®fL®--®fL)®(fkl®fk2®--®fkn) 

kl,k2,...,kn 

OU 

On remarque que la bigebre tensorielle construite sur une cogebre reguliere 
est encore une cogebre reguliere ; elle est de plus la somme directe des sous 
cogebres ® n F , n > . 

Remarque 1.1 Lorsque F est la cogebre duale d'une algebre E de dimension 
finie, le coproduit 

A: F®F®...®F^-(F®F®...®F)®(F®F®...®F) 

correspond au coproduit de la cogebre duale de V algebre 

E ® E ® . . . ® E 

munie du produit ordinaire defini sur un produit tensoriel d'algebres .On a 
done la proposition suivante . 
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Proposition 1.2 Soit E une algebre associative avec unite, de dimension 
finie et F la cogebre duale : F = E* . La structure de cogebre de T(F) definie 
par sa structure de bigebre correspond a celle d'une sous-cogebre du dual de 
Valgebre AiE), produit directe des algebres ® n E: 

A{E) = [] ® n E . 

Remarquons simp lenient que pour tout n le sous espace T n (F) suivant est 
une sous cogebre de T(F) : 

T n (F) = C ®F ® ...®® n F 
et que 1 'algebre duale est A n (E): 

A n (E) = C ®E® ...®® n E 
son unite etant: lc + ue + ue <8> ue + ■ ■ ■ + ® n UE ■ 

1.2 Algebre des operateurs invariants a droite sur une 
cogebre . 

Definition 1.9 Soit F une cogebre munie du coproduit A et de la counite e; 
un operateur lineaire 

X : F -> F 

est dit invariant a droite s' il verifie: 

A o X = (X <g> id) o A . 
lis determinent la sous algebre des operateurs invariants a droite : 

Inv d {F, F) C Hom(F, F) . 

Proposition 1.3 Soit F une cogebre cofinie ; alors V ensemble des operateurs 
invariants a droite InVd{F, F) , est une sous algebre de Valgebre Hom(F, F) 
des operateurs lineaires sur F, qui est anti-isomorphe en tant qu' algebre au 
dual F* de la cogebre coassociative F. La bijection est donnee par: 

i:Xe Inv d (F, F) -> i{X) = e o X G F*, 
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I 'application reciproque par: 

f^wGF'-t^® id) o A G Inv d (F, F) . 

Et la forme bilineaire entre une cogebre F(A,e) et Vespace InVd(F,F) des 
operateurs invariants a droite est donnee par : 

<X,f>=eoX(f). 

On remarque que dans le cas d'une cogebre cofinie, l'identication des operateurs 
invariants a droite avec l'algebre (opposee) de F* ne necessite pas de precautions 
sur le choix des formes dans F* ; ce n'est deja plus le cas pour les cogebres 
regulieres, ou dans cette note on se restreindra a un type de formes tres 
particulier . 

Proposition 1.4 Soit une cogebre reguliere F(A,e); c'est en particulier un 
espace vectoriel a base denombrable . 

Alors Vespace vectoriel des formes a support fini est muni d'une structure 
d'algebre associative anti-isomorphe a l'algebre des operateurs invariants a 
droite qu'elles definissent :InVdj(F, F) . Pour tout forme u a support fini 
on a: 

X u (f)="®id(A(f) 

et 

u{f) = €0X u (f)- 



Definition 1.10 (Formes regulieres. Operateurs invariants a droite reguliers. ) 

Les operateurs invariants a droite obtenus a partir de formes a support 
fini, et I'operateur identite, sur une cogebre reguliere F seront dans la suite 
designes sous le terme d 'operateurs invariants a droite reguliers; l'algebre 
sera designee par : InVd jr (F, F). 



Proposition 1.5 (Groupe des elements inversibles dans Invd, r (F, F) .) 
Soit F(A, e) une cogebre reguliere et soit B une sous algebre de l'algebre des 
formes a support fini sur F; 

supposont B de dimension finie et avec unite : e B . 
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Si u G B admet u^ 1 pour inverse dans B , 

alors u + (e — e#) est inversible dans Valgebre des formes regulieres et son 
inverse est : 
u' 1 + (e - e B ) ■ 

L 'ensemble des elements inversibles obtenus de cette maniere dans Invd, r (F, F) 
engendre un groupe. 

Dans la section 3 on aura besoin d'utiliser les proprieties associees a des 
cogebres plus courantes . 

Definition 1.11 (Cogebre fortement reguliere.) C'est une cogebre reguliere 
F qui verifie la propriete suivante: 

pour tout sous espace vectoriel Q de dimension finie de formes G F* , a sup- 
port fini, il existe un coideal J C F, de codimension finie, tel que 

= o 

Proposition 1.6 Soit F une cogebre fortement reguliere etXc Invd, r (F, F), 
un sous espace vectoriel de dimension fini d'operateurs invariants a droite 
reguliers agissant sur F , alors Valgebre engendree par X est de dimension 
finie . 

Le probleme de la recherche d'une notion de formes plus generate sur une 
cogebre reguliere, ou fortement reguliere, et adaptee au contexte de cette 
note n'est pas aborde. 

Definition 1.12 Soit E une algebre, son dual E* n'admet pas, en general, 
une structure de cogebre mais on pent definir la notion de sous cogebre de 
E* : c'est une cogebre F(A,e) qui verifie: 

F(A,e)c£*, 

V/GF, /(ei.e 2 ) = A(/)(ei®e 2 )) , 

e(f) = f(u E ) ■ 
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Alors on a: 

Proposition 1.7 Soient E une algebre et F(A,e) une sous cogebre de E* ; 
pour tout e e E la transposition e.* de V operateur multiplication a gauche, 
e. : E —> E , est bien definie comme operateur de F — > F , et c'est un 
operateur invariant a droite de F —> F et Von a : 

i( e .')(/) = /(e). 

2 Realisation explicite de bigebres . 

Le lemme suivant donne un procede pour construire des families (Xj) , d'operateurs 
lineaires d'une algebre tensorielle T"(V) dans une algebre associative B, qui 
ont la propriete suivante : 

pour tout ideal I(R) de T(V) engendre par un ensemble d'elements R C 
T(V) alors : 

Xi(R) = 0EB, Vi Xi(I(R)) = 0eB, Vi. 

Lemme 2.1 S'oii V un espace vectoriel (somme directe d'une famille denombrable 
d'espaces vectoriels de dimensions finies ) , T(V) V 'algebre tensorielle as- 
sociee, et B une algebre associative avec unite 1#. 

Soit L une cogebre cofinie, de coproduit A , de counite e , etx une application 
lineaire de L dans Hom(V, B), Vespace des applications lineaires de V dans 
B : 

x : L -> HomCV, B) 
alors il existe une unique application lineaire : 

X : L -> Hom(T(V),B) 

qui verifie: 

1) pourleTiV), X{1){1) = e(l)l B 

2) pour v e V C T(V), X(Z)(u) = x(Z)(u) 

5^ ponr toni couple w 1 ,w 2 d'elements dans T(V): 
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X(l)( Wl -w 2 ) = Y,X{l'k)M-BX{f k ){w 2 ) 
k 

oil : 

a(0 = E4®4' • 

k 

Demonstration: 

Si L n'est pas de dimension finie il est naturel de supposer que pour tout 
I E L , A(Z) = J2k h ® Ik ) n'invoque qu'une sommation finie de termes 
lineairement independants dans L ® L . 

Notons par : L — > (g> n+1 L , 1' application lineaire obtenue par: 

® n_1 (irf) <g> A o ® n ~ 2 {id) (8) A o ... o A. 
Mors © n+1 (x) oAW est une application lineaire de 

L dans _ffom((g) n+1 V — >■ © n+1 i?) ; finalement en composant avec le produit 
ordonne : ® n+1 B — > B, pour chaque / , on obtient un operateur note X n+i (l), 
dans Hom(® n+1 V, B), et par linearite on definit l'operateur : 

X{1) : V © V <g> V © . . . © © n V ©...->£. 

lis verifient pour W\ G © P V et, u> 2 £ © 9 ^, Wi • w 2 G : 

x(/)( Wl • ™ 2 ) = ^x(4)K)-^(4')(^) . 

Cette propriete est la consequence de la coassociativite du coproduit sur 

L . 

De plus on la preserve sur T(L) en imposant sur C : X(l)(l) = e(l).l B . 

Theoreme 2.1 Soit L(Al,€l) une cogebre cofinie, F(Af,€f) une cogebre 
reguliere, et x une application lineaire de la cogebre L dans Valgebre des 
operateurs invariants a droite agissant sur la cogebre F . On considere F 
comme etant inclus dans Valgebre associative avec unite T(F) . 

x : L -> Inv d (F, F) 

definit une application lineaire de L dans Hom(F,T(F)) , et le lemme 2.1 
definit done pour chaque I G L un operateur X(l) : 

X(l) : T(F) -> T(F) . 
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lis verifient : 

1) X(l){l T(F) ) = e L {l).l T(F) ; 

2) X(l)(f) = x(l)(f) VfEF; 

3) Pour tout w u w 2 G T(F) 

X(l)(w 1 .w 2 ) = Y / X(l' k )(w 1 ).X(Q(w 2 ) 

k 

ouA L (i) = T,Jk® l "k ; 

4) Pour tout n>0, X(l) : ® n F -> ® n F ; 

5j Les operateurs X{1) sont des operateurs invariants a droite sur la 
bigebre libre T(F) . 

Demonstration: 

Les proprietes 1,2,3 proviennent cm lemme 2.1 et la propriete 4 est une 
consequence cm fait que : x(l) : F — > F transforme simplement F dans F et 
des proprietes 1 et 3 . Demontrons la propriete 5 : 

Soit la bigebre libre T(F), notons par Ap et e F son coproduit et sa 
counite, qui sont des morphismes d'algebres respectivement de 
T{F) -> T{F) ® T(F) et de T{F) -> C ; notons encore par A L le coproduit 
sur la cogebre L et la counite; soit : 

y(Z) = Ap o X(Z) , Z(Z) = (X(l) (8 ic/) o A F . 

Ce sont des operateurs de T(F) dans T(F) <8> T(F) qui verifient: 

y(Z)(l T (F)) = e L (Z).l T (F) ® 1t(f) = Z(Z)(1 T (f)) I 

par hypothese les operateurs sont des operateurs invariants a droite sur 
F 

et done : 

V/eF, y(/)(/) = z(Z)(/). 
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D' autre part pour tout Wi,w 2 G T(F) on a : 

■T(F)®T(F) Y{l k ){w 2 ) 

k 

les operateurs Z{1) verifient aussi: 

Z(l)( Wl -w 2 ) =J2 z ( l k)(wi)-T(F)®T(F)Z{Q{w 2 ) 
k 

oil : 

^4®4' = a l (/) . 
k 

Les operateurs X(l) sont done bien des operateurs invariants a droite sur la 
bigebre T(F)(A f ,€f), parce que les operateurs Y(l) et Z{1) coincident . 

II est important pour avoir un coproduit sur la sous algebre engendree par 
l'operateur identite et lafamille d' operateurs (X(l))i eL C Hom{T(F),T(F)), 
que ces operateurs soient des operateurs invariants a droite sur la bigebre 
T(F)(Af,€f) -Ceci est demontre dans le theoreme suivant sous une condi- 
tion plus restrictive: x(L) C Invd, r (F, F). 

Theoreme 2.2 Soit L et F deux cogebres verifiant : 

a) L est une cogebre cofinie ; 

b) F est une cogebre reguliere ; 

Soit x : L — > Invd,r{F,F) une application lineaire de la cogebre L dans 
les operateurs invariants a droite reguliers agissant sur la cogebre F et soit : 

X(l) e Inv d (T(F),T(F) C Hom(T(F),T(F)) 
les operateurs donnes par le theoreme 2.1 

Alors V 'algebre U x , engendree par les operateurs X{1), I e L et Videntite 
est munie d'une unique structure de bigebre U x (A l ,€l) telle que : 

A l . U x — > U x <S> U x etend par morphisme d'algebres le coproduit defini 
sur les generateurs par : 

A L :X(l)^J2X(l' k )0X(Q 
k 
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A L : l Ux -> 1^ (8) 1^ 

on 

^4®4' = a l (/) 

et /a counite : C/ x — > C etend par morphisme d'algebres la counite definie 
sur les generateurs par: 

e L (l Um ) = l, e L (X(l))=e L (l). 

Demonstration: 

pour un monome forme avec les generateurs de U x nous avons, pour tout 
couple w 1 ,w 2 G T(F) : 

X(h)oX(l 2 )o...oX(l n )( Wl -w 2 ) 

est egal a : 



E Xtfki) ° o . . . o X(l' kn )( Wl ) ■ X(Q o X(Q o . . . oX(ll)(w 2 ) . 

kl,k2,..,kn 

Ainsi a tout polynome Z forme sur les generateurs 1 et X(l)) on associe 
par linearite un element de U x ® U x qui satisfait la propriete precedente; le 
point est qu'en general ceci ne definit pas une application de 
U x U X ®U X , puisque un meme operateur est represents par des polynomes 
differents ; demontrons dans notre cas que Ton a bien une application de 
U x — > U X ®U X qui sera alors clairement un morphisme d'algebres. Supposons 
Z(w) = , V we T(F)); Soit un element £ fe Z' k <g> Z% eU x ®U x tel que : 

Z(wi ■ w 2 ) = Y, z 'k( w i) ■ z k( w 2), Vwi,w 2 e T(F). 
k 

Montrons que pour tout element W\ <g> w 2 G T(F) ® ^(-P 1 ) 

E ^fc(wi) <g> ^'(w 2 ) = dans T(F) <g> T(F). 
fc 

F etant une cogebre reguliere T(F) est une bigebre (reguliere) et nous avons: 

\/w e T(F),w = (e <g> id)A(iu) 
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Les operateurs Z' k et Z k etant des operateurs invariants a droite reguliers sur 
T(F) il s'en deduit que: 

KM ® KM 

k 

est donne par 

J2(e o Z' k <g> id)A(w 1 ) (g) (e o z" k <g> id)A(w 2 ). 

k 

D'autre part notons: 

i 
i 

et on obtient : 

S 6 ° Z lK,i)- W M ® e ° Z k( W 2,j)^2,j 
k,i,j 

ou les sommations sur les indices i,j s'effectuent sur un nombre fini de termes 
non nuls. En effectuant d'abord la sommation en k et parce que e est un 
morphisme T(F) -^Con obtient comme consequence de l'hypothese 
Z : T(F) — > T(F) = ; en effet les sommes suivantes: 

J2 e ° Z 'k( w 'i,i)- e ° Z k( W 2,j) 
k 

s'ecrivent: J2 k e{Z k {w' hi ).Z k {w' 2d )) = e o Z(w' lti .w' 2J ) = 0. 

Ainsi A L est bien deflni et c'est clairement un morphisme d'algebres ; 

Pour ce qui concerne la counite , on remarque que les operateurs de 
l'algebre U x laissent invariant le sous espace C C T(F) ; et en definissant 
pour u G U x 

e L (u).l = u(l) 

on obtient un morphisme U x —> C qui satisfait les conditions sur les generateurs 
X(l), I e L et 1 . Les autres proprietes de la structure de bigebre en decoulent. 

Le theoreme suivant donne les conditions qui permettent d'obtenir une 
information plus precise sur l'ideal des relations des bigebres obtenues dans 
le theoreme 2.2 . 
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Theoreme 2.3 Soit L et F deux cogebres verifiant : 

a) L est une cogebre de type fini. 

b) F est une cogebre fortement reguliere. 

Soit x : L — > InVd, r (F, F) une application lineaire de la cogebre L dans 
les operateurs invariants a droite reguliers sur la cogebre F . 

Soit U x (Al,€l) la bigebre donnee par le theoreme 2.2 engendree par 
Videntite de T{F) dans T(F) et les operateurs X{1) : 

X(l) G Inv d (T(F),T(F) C Hom(T(F),T(F)) . 

Alors: 

soit le morphisme d'algebres , it : T(L) — * U x defini sur les mondmes par : 

7r(^®...®C)=^(^i)o...oX(C) ; 

il definit une action et en particulier une representation de T(L)(Al, e£) sur 
T(F). 

L 'ideal des relations I x = kern C T(L) est engendre par une reunion 
denombrable (R a ) a eN d'espaces vectoriels de dimensions finies qui sont cha- 
cun des coideaux de la bigebre T(L)(A l ;€l) . 

La demonstration repose sur les hypotheses , que L soit une cogebre de type 
fini, et que F soit une cogebre fortement reguliere ; ceci ayant en particulier 
pour consequence (proposition 1.6) que les operateurs X(L n ) C InVd, r (F, F) 
engendrent une algebre de dimension finie, lorsque L n est un sous espace 
vectoriel de dimension finie de la cogebre L . 

3 Realisation de bigebres presentant une algebre 
de Hopf associee . 

Soit l'algebre K + des matrices infinies vivant dans le demi-secteur superieur. 
Une matrice (raj) est dans K + si m\ = lorsque j est strictement superieur 
a i. Soit L + la cogebre duale; une base est formee par les elements de la suite 
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l\ avec i, j G N et j < i ; le coproduit et la co-unite sont dermis par : 

fce(j,i) 

Soit d'autre part les cogebres : 

L\ definies pour tout n G N 

comme etant les cogebres duales des algebres de matrices trigonales 
superieures. 

Definition 3.1 On dira qu'une cogebre L est cotrigonale si c'est une somme 
directe de cogebres definies ci-dessus. De plus on designera par D l V 'ensemble 
obtenu par la reunion des elements l\ diagonaux de chaque cogebres inter- 
venant dans la somme directe. 

On a pour tout : 

I eD L : e(Z) = 1 et A(Z) = I ® I 



Theoreme 3.1 Soit F une cogebre fortement reguliere et L une cogebre co- 
trigonale; 

soit x : L — > InVd t r{F, F) une application lineaire de L dans Valgebre des 
operateurs invariants a droite reguliers, verifiant: 

a) pour tout I G Dl , x(l) est un operateur inversible dans Invd, r (F, F) 

b) pour tout I G D L il existe t G D L tel que 

x{l)ox{l') =id:F^F. 

Alors : 
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A) Soit la bigebre U x (A L ,e L ) C Inv d (T(F),T(F)) , engendree par les 
operateurs X{1) et I'identite : 

il existe une solution unique dans I'algebre U x , , j < i au systeme 
d' equations : 

J2m)°Y t k = e L (X(l{))A Ux = 5(i,j)A Ux 
k 

et 

Y,Yi°X(li)=tL(X(l{)).l Ux = 5(iJ).l Ux . 
k 

De plus chaque 

y? 

est donne par un polynome explicite et fini dans les generateurs Xilf 1 ) . 

B) Soit le morphisme d'algebres , n : T(L) — > U x defini par : 

7r(Zg ® . . . ® Z£) = X(Zg) o . . . o X(Zff) ; 

il definit une action et en particulier une representation de T(L) sur T(F). 
L'ideal des relations I x C T(L) est engendre par une reunion denombrable 
R d'espaces vectoriels de dimensions finies qui sont chacun des coideaux de 
la bigebre T(L)( A l',€l) ■ 

C) La condition necessaire et suffisante pour que Vantipode existe sur la 
bigebre U x (A. L ,t L ) est que l'ideal bilatere I x des relations soit engendre par 
un ensemble R de relations qui soit stable par I'anti-homomorphisme alors 
defini S : T(L) — > T(L) , verifiant n o S^lj) = Y/ . 

Demonstration: 

On se restreint au cas ou la cogebre cotrigonale L se reduit a la cogebre 
L + . 

Soit la matrice M x a coefficients dans Inv d (T(F),T(F)) definie par: 

m{ = Ml*) j < i; 
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il est facile de verifier que cette matrice est inversible, et qu' en particulier les 
coefficients Y/ £ InVd(T(F) ,T(F)) de la matrice inverse s'obtiennent comme 
polynomes finis explicites dans les operateurs X^lf 1 ) pour j < % .Ceci repose 
sur les faits que les operateurs sur la diagonale X(l\) sont tous inversibles et 
que la matrice (Xf) est de structure triangulaire . 

Done nous obtenons l'unique solution (dans U x (A l ,€l) ) au probleme 
suivant : 

J2X(l{) o Y? = e L (X(li)).l Ux = 5(iJ).l Ux 
k 

et 

T, Y i° x ^)=^(x(ii)).i Um = s(ij).i Um 

k 

ce qui definit l'application Si(X(li[) = F/ . 

L'ideal des relations de la bigebre U x (A L ;e L ), se decrit de la maniere 
suivante: 

l'application lineaire n : T(L) — > Invd(T(F),T(F)) donnee par 

*(iS®...®i£) = x(i$)o...oX(i£) 

est une action de T(L) sur T(F) et en particulier une representation dont 
l'ideal associe I x C T(L) caracterise les relations dans U x . 

On montre parceque d'une part L est une cogebre cotrigonale et done de 
type fini, et d'autre part , F est une cogebre fortement reguliere, que l'ideal 
I x est engendre par une reunion denombrable d'espaces vectoriels de dimen- 
sions finies qui sont chacun des coideaux de T(L)(Al,€l) ■ 

La condition necessaire et sufnsante pour avoir une antipode sur U x (Al, e£) 
est que les relations soient compatibles avec l'anti-homomorphisme a priori 
defini sur les generateurs; ceci finit la demonstration du theoreme 3.1 . 

Mais en fait on va demontrer des proprietes plus fortes dans la bigebre 
U x (A L ,e L ) qui conduisent au theoreme 3.2 . 

Si Ton choisit une determination particuliere de l'inverse de l'operateur 
diagonal X\, £ D L on obtient alors une application S[ : L — > T(L) qui 
verifie : 

Asm = yi 
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ou 7i est le morphisme d'algebres, de T(L) dans U x , defini par : 

rr(ii±®...®o = x(ti)o...ox(a- 

Soit S r l'application lineaire de T(L) dans T(L) obtenue en prolongeant S{ 
par anti-homomorphisme . 

D' autre part on montre que les Y/ sont uniquement determines comme 
solution du probleme precedent et qu'ils satisfont: 

Al>7= E Yi®Yi\ 

ke(j,i) 

on montre de plus que dans l'espace vectoriel des monomes d'ordre n 
w = l{l ® . . . <g> 1% g ® n (L) : 
la solution du probleme : 

E *('S) ° • • • ° *('£) ° ^:;» n = ° ■ ■ ■ ° ^(O)-i^ 

fcl,..fcn 

est unique dans la bigebre C4 et est donnee par: 



Theoreme 3.2 Soit F une cogebre fortement reguliere, L une cogebre co- 
trigonale ; soit x : L — > InVd, r (F, F) une application lineaire de L dans 
InVd >r (F, F) qui verifie: 

a) pour tout I e -Dl , ^(0 esi un operateur inversible dans Invd, r {F, F) 

b) pour tout I £ D L il existe t € D L tel que 

x(l)ox(l') = id : F —> F. 
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Alors 



Soit T(L)(Al,€l) la bigebre universelle et soit I x I'ideal associe par le 
morphisme d'algebres n : T(L) — > U x defini par : 

vr:^®/g®...®C-X(^)oX(^)o...oX(C) 

Soit S r de T(L) — > T(L) V application lineaire precedemment definie . 

Alors : 

A) I'ideal I x est un coideal; 

B) il existe un ideal minimal J x de la bigebre libre T(L)(Al, £l) verifiant : 

1) h C J x 

2) J x est laisse invariant par S r 

3) J x est un coideal de la bigebre T(L)(A l ,€l) . 

C) H x = T(L)(A L , €l)/J x est V algebre de Hopf, canoniquement associee 
a la bigebre U x (Al,€l)- 

Demonstration: 

On admettra dans cette note que I'ideal I x est aussi un coideal : 

A L I X C I x ® T(L) + T(L) ® I x . 

Dans le theoreme 3.1 on a precise les hypotheses qui permettent de le deduire: 
L est une cogebre de type fini , F est une cogebre fortement reguliere, et x 
une application lineaire de L dans les operateurs invariants a droite reguliers 
sur F . 

D'autre part montrons que pour tout monome l{l ® . . . (8> l{ ™ Ton a : 

A L o s r (i{l ®...C)e/ x ®r(L) + T(L) ®I x + S r ®S r o Al^ljl 
En effet: 

7ro^(^®...®c) = >r°..°^ 1 
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kl,..,kn 

ce qui est egal dans U x ®U X a : 

done pour tout element w G T(L) nous avons : 

A L (S r {w)) = S r ® S r o A° L p {w) modulo I x ®T(L) + T(L) ® I x . 
Soit R un sous-espace vectoriel de T(L) qui verifie: 
A L i? C R <g> T(L) + T(L) ® R. 

Alors, 

A L S r (R) C S r (R) <g> T(L) + T(L) <g> ,S r (i?) + 4 <g> T(L) + T(L) <g> I x . 

Soit R un sous espace vectoriel de relations qui determine I x (l'ideal bi- 
latere engendre par R et l'ideal I x coincident), et qui soit un coideal de la 
bigebre T(L)(A L ,e L ) ; 

Soit R n = Y,ie{o,n)(S r )^ (i?o) : par recurrence on montre que R n verifie : 
A L S r (R n ) c I(R n+1 ) ® T(L) + T(L) <g> 7(i?„ +1 ) 

et done: 

A L (i? n+1 ) C J(i? n+ i) ® T(L) + T(L) <g> I(R n+1 ) 
ou J(i? n )designe l'ideal bilatere engendre par R n . 

{J neN R n est done le plus petit sous espace vectoriel de T(L) stable par 
S r , contenant i? ; et l'ideal engendre est bien un coideal de la bigebre : 
T(L)(A L ,e L ) . 

L'algebre H x = T(L)(Al, el)/ J x est une algebre de Hopf canoniquement 
associee a la bigebre U x du theoreme 3.2 . 
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4 Critere pour qu'une bigebre realisee ad- 
mette une algebre de Hopf associee . 

Le theoreme suivant, plus abstrait, est enonce en partie pour eviter toutes 
confusions dans les etapes du theoreme 3.2 d'une part , et d'autre part pour 
donner une condition abstraite qui permet de s'affranchir de la condition 
imposee dans les theoremes 3.1 et 3.2 sur la cogebre L d'etre cotrigonale . 

Theoreme 4.1 Soit L et F deux cogebres verifiant : 

a) L est une cogebre de type fini. 

b) F est une cogebre fortement reguliere. 

Soit x : L — >• InVd,r{F, F) une application lineaire de la cogebre L dans 
les operateurs invariants a droite reguliers sur la cogebre F . 

Soit U x (Al,€l) la bigebre donnee par le theoreme 2.2, engendree par 
Videntite de T(F) dans T(F) et les operateurs X{1) : 

X(l) E Inv d (T(F),T(F) C Hom(T(F),T(F)) 

Hypothese: 

Supposons qu'il existe une solution dans U x (Al,€l) au systeme d'equations: 

k 

T,nQoX(Q = e L (l)l Um 
k 

oil 

k 

Alors la solution (dans U x ) est unique et verifie 

AL(y(0) = E^(O®nO 

k 

Soit T(L)(Al,€l) la bigebre universelle et soit I x I'ideal associe par le 
morphisme d'algebres : 
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Soit Si de L — >• T(L) une application lineaire verifiant: 
7r o Si(l) = Y(l) , et soit : 

S r : T(L) —> T(L) V extension de S\ par anti-homomorphisme ; 
Alors : 

A) I'ideal I x est un coideal de T(L)(Al,€l) ■ 

B) II existe un ideal minimal : J x , de la bigebre libre T(L)(Al,€l) , 



qui verifie: 




1) Ix C J x ; 




2) J x est laisse invariant par S r 




3) J x est un coideal de la bigebre 


T(L)(A L ,e L ) . 


C) H x = T(L)(A L ,e L )/J x est I 
sociee a la bigebre U x (Al,€l) ■ 


' algebre de Hopf, canoniquement as 



La demonstration est essentiellement celle du theoreme 3.2 . L'interet des 
theoremes 3.1 et 3.2 est precisemment de donner des conditions qui permet- 
tent de montrer la validite de l'hypothese faite dans le theoreme 4.1 . 
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